Matematicas II

Integrales de linea



En Fisica la idea intuitiva de trabajo queda
recogida en la formula
Trabajo = Fuerza x Espacio
Si f(x) es la fuerza aplicada, a lo largo del eje x, a
un objeto situado en la posicidon x de [a,b], el
trabajo (work) W realizado al mover el objeto

W = f(x)dx

Aqui definiremos la integral de una funcion
(escalar o vectorial) de dos variables sobre una
curva en R2.



Supongamos que queremos medir el trabajo
realizado al mover un objeto a lo largo de una
curva C en R?, estando C descrita por una
parametrizacion suave (smooth) x=x(t), y=y(t),
a<t<b, con una fuerza f(x,y) que varia con la
posicion (X,y) del objeto y que se aplica en la
direccion del movimiento a lo largo de C.
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Suponemos f real y continua (solo interesa su
magnitud en este momento)



http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_param%C3%A9trica

Consideramos una particion del intervalo [a,b],
a=t <t <t <..<t_ <tn=b, n>=2,

...............................................................................................................................
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X+ Ay~

0

En el subintervalo generico [t,t ], la longitud As

I H

es aproximada por el teorema de Pitagoras. Si €l
subintervalo es “pequeno” el trabajo es
aproximadamente .y, Jax2+ay2  donde el punto
es cualquiera. Resulta entonces que
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Tomando el limite de esta suma cuando la longitud

del mayor de los subintervalos tiende a 0, la suma

sobre todos los subintervalos es la integral desde
t=a hasta t=b, Ax/At se convierte en x'(t)

(analogamente para y) y f(x.,y.) en f(x(t),y(t)), es

b

Este calculo hace proponer la siguiente definicion:




Integral de linea

Para una funcion real f(x,y) y una curva C,
parametrizada por x=x(t), y=y(t), a<t<b, la_inteqgral
de linea de f(x.,y) a lo largo de C con respecto a la

longitud de arco s es

ff(l-}’)ﬂf-'f = ff(l(f)-}’(?‘)) \XI'(T)E +y'(1)? dt
C a

El simbolo ds es la diferencial de la funcion
longitud de arco

’
§ = "i'(f) = f \/I"(H)z —|—}.'"(”)2 i {f."i' = ."i'l'(f) EH = \/I"(r)z +}’!(r)2 E”
i




¢,qué significa fC f(x,y)ds?

J(xy)
C ds
X

Ly




Ejemplo

Usando una integral de linea, mostrar que el area
lateral de un cilindro circular de radio r y altura h

[ es 2nrh.
x=x()=rcost, y=y{)=rsint, 0<t<2n
h = (x,y) ................................................................................................
f ff(x })d?—fﬂxfr) }(r))\/ (12 + /(1) dr

:f h‘/( rsint)? + (rcost)? dt

g ]
C:_I-_+}"_=r— {]

2
th rsin t + cos? ¢ dt
0

2m
=rhf Ldt = 2nrh
0




Notese que si en el ejemplo anterior hubiésemos
descrito dos veces la circunferencia C (es decir,
hubiéramos considerado 0<t<4n), el valor del area
seria 4nrh (jhagase!).

Notese asimismo que hemos recorrido C en
sentido antihorario. Yendo en direccidon de las
agujas del reloj, es decir, usando la
parametrizacion

x=x(t)=rcos2r—1), v=vt)=rsin2r—-1t), 0<t<2nm
el valor de la integral no varia (jhagase, también!)



Otras integrales de linea

Integral de linea de f(x,y) a lo largo de C con
respecto a x

I8
f Fx,y) dx = f (), () x (1) dit
(i i

Integral de linea de f(x,y) a lo largo de C con
respecto a 'y

b
f Jl,y)dy = f Fx(6), y() y (1) dt
C i



Integral de linea de un campo

vectorial
Sea f(x,y) un campo (funcién) vectorial definido en

R2 por fiuy)=Peni+0xni donde P(x,y) y Q(x,y)
son funciones reales definidas en R2.
Dada C, curva con una parametrizacion suave
=Xx(t), y=y(t), a<t<b, sea r(t)=x(t)i+y(t)] el vector
de posicidon para un punto (x(t), y(t)).

Entonces r'(t)=x'(t)i+y'(t)] y, por definicidon de f(x, y)

sz(T }).{h+f Q(x,y)dy = f P(x(t), y(t)) x (r)a’r+f O(x(1), (1) v’ (r)dr
Jc C |

f (P(x(),y(1)) x"(t) + Q(x(1), y(1)) y (1)) dt

ff(r(r) y()) - x' (1) dt




Integral de linea de un campo
vectorial

Dado un campo vectorial f(x,y)=P(X,y)i+Q(x,y)j ¥
una curva C con parametrizacion suave x=x(t),
y=y(t), a<t<b, la integral de linea de f a lo largo de

ffdrz PP(I.}’)JI-I—IQ(I.}’)J}’%

r‘b
= f(x(t),v(t)-r'(t)dr

Al

donde r(t)=x(t)i+y(t)] es el vector de posicion de
los puntos de C.
Se usa la notacion dr=r'(t)dt=dx i + dy j para
denotar la diferencial de la funcidn vectorial r




Ejemplo

Calcular [.(x* +yHdx+2xydy siendo

a) C: X=t, y=2t, O<=t<=1 2*}’ (1,2)

b) C: x=t, y=212, O<=t<=1




Si C es una curva suave a trozos es decir,

donde cadar es el vector de posicion de cada C..
Ejemplo: Evaluar J.(<* +y»)dx+2xydy donde C es la

poligonal desde (0,0) hasta (0,2) vy
y hasta (1,2)




Una curva C es cerrada si sus puntos inicial y
final coinciden: C: x=x(t), y=y(t), a<t<b
(x(a),y(@))=(x(b),y(b))

Una curva cerrada simple es aquella que no se
corta a si misma.
Escribimos

ggf(x.}-')d.? and éf-dr
C C

para integrales de linea de campos escalares y
vectoriales, resp.




Independencia del camino

Se ha visto que una integral de linea de un campo
escalar no varia si la curva se recorre en uno u
otro sentido. Pero si el campo es vectorial |la
situacion cambia.

En los ejercicios anteriores se han evaluado
iIntegrales de campos vectoriales que resultaron
ser independientes del camino. El siguiente
teorema proporciona una condicidon necesaria y
suficiente para la independencia del camino.



Teorema

En una regién R la integral [.f-dr es
iIndependiente del camino entre dos puntos
cualesquiera de R si, y sélo si, ¢§.f-dr=0 para
cada curva cerrada C contenida en R.

demostracion:
Supongamos que % £:4r=0 para cada curva
cerrada G contenida en R. Sean P_ y P_dos

puntos distintos de R. G, una

curvade RquevadeP_ a
PZ, y 02 otra curva en R de P1 : ©y,

a P2 ,




Entonces ¢ =¢,u-C, es una curva cerrada en R
(de P, aP). Se tiene que

{}:éf-dr
C

~
= f*.-:fl‘—l—f f.dr
-.-’f__.'l —f.-lj

.
= f'.{fl‘—f f-dr,
JO C2
de donde Jofdr=J.f-dr
Si la integral j;:f-_ dr es wafr:wafr
independiente del camino f f,,_,h._f £ dr = 0
(N C

f f-dr+f -dr =0, so
C, ~C

f
f.

%

dr =)



Una condicion suficiente: Teorema

Sea f(x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)j un campo vectorial en
una regién R, con P y Q continuamente
diferenciables en R.

Sea C una curva lisa en R parametrizada por
x=X(1), y=y(t), a<t<b.

Supongamos que existe una funcion real F(x,y) tal
que V F=fen R.

Entonces Lf*ﬂfl‘ﬂfB)—FfA?'
donde A=(x(a),y(b)) y B=(x(b),y(b)) son los
extremos de C.

La integral es independiente del camino porque
soOlo depende de los valores de F en los extremos.



Por definicidn
L f-dr = fb (P(x(), y(1) x () + Q(x(1),y(1)) y' (1)) dt

f" dF dx OF dy
= + dt
a \Odx dt oy dt

= f F ' (x(t), v()) dt

b
i

= F(x(1), ()| =F(B) = F(A)




Una funcion real F(x,y) para la que V F(x,y)= f(x,y)
se llama_funcion potencial de f. Un campo vectorial
se dice conservativo si admite una funcion
potencial.

Ejercicio: Mostrar que Jo&? +y")dx+2xydy gg
iIndependiente del camino.

Hay que encontrar una funcion potencial F(x,y) con

ar 5, aF
— =x"+y° and — =2uxy
0x ay

la funcion potencial es F(x,y)=1/3 x3+xy2. Luego la
integral es independiente del camino.

ff'ffl":F(l-?)—F(ﬂ.ﬂ): 1(1)3+(1)(2)3—({}+{}):l+4: L
C 3 3 3



Corolario

Si un campo vectorial f admite un potencial en
una region R, entoncesggf*dh 0
Es decir, para cualquier funcion real F(x,y)

gﬁ;w-drzO

EjerCiCiO: Evaluar éxrﬂr +vdyforC : x=2cost,y=3sint,0 <t <2n
C



Teorema de Green (en el plano)

Sea R una region de R2 cuya frontera es una
curva C simple cerrada y suave. Sea
f(x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)j un campo vectorial donde P
y Q son continuas y tienen parciales primeras
continuas. Entonces

from- [[02-2)o

donde se recorre C de manera que R esta
siempre a la izquierda de C.



“ 3gion simple R,
puede ser
C.yC, dedos

Demostracion: |
es decir, dondi
escrita como L «

formas distintg

) G lacurva y=y (x) desde X hasta X,

C_:la curvay=y (x) desde X hasta X , donde X

y X, son los puntos mas a la izda. y dcha. en C

i) G :la curva x=x (y) desde Y_hasta Y.

C_:lacurva x=x (y) desde Y _hasta Y , donde

Y. e Y, _son los puntos mas bajo y alto en C

' X




Integrando P(x,y) a lo largo de C usando las

curvas i)

ggP(dr.}’)dxzf P(x.y)dx+f P(x,v)dx
O C[ CE

wt il

Al

P(x,vi(x))dx +

P(x,vi(x))dx —

wf

o

r""ﬂ
P(x, vs(x)) dx

b

r‘f}

P(x,vs(x))dx

il

(P(x,y2(x)) = P(x,y(x))) dx

) dx

i

A (Peey

e

y=ys(.x)

y=ypix)

—dﬂ

"“”’f " 9P(x, y)
I *.lix ﬂ_}

dy dx (hyRthddmangCalculo



Integrando Q(x,y) a lo largo de C usando las
curvas ii)

r
95 O(x,y)dy O(x,y)dy + f O(x,y)dy
C SO ()

C ) 1
= O(x,(y),y)dy + f O(x:(y), y) dy

Jd

! !
__ f 000 (v).y) dy + f 0(x:(y). y)dy

rm:f
= | (Qx0),5) = Q(x(),y) dy

i

r=x4(v)

r*t.’
[ ey

e 1y dx

e
= — dA .
u.f ox

R

dx dy Gy EhedEmadtal Calculo




de donde

95 - dr = SSP(T ‘;,).-:."T—I—\(}SQ(T v)dy
ff—dﬂ—l—f —dﬂ

ff (5 ~5)

QED

Aungue el teorema ha sido probado para una
region simple, puede ser demostrado para

regiones mas generales (por ejemplo, una union
de regiones simples).



Ejercicio

Evaluar Jc® +Y)dx+205dy  gonde C es la
frontera (recorrida en sentido antihorario) de la
region R={(X,y):0<=x<=1,2x2<=y<=x}

Yo,2)

SRS P(x,y)=x2+y2, Q(X,y)=2Xxy

C

X \(ﬁ(r + y° )dr—l—lﬂd‘} ff(ﬂQ ﬂP)
0 1 dy
- ffﬂ}- —2y)dA = ffﬂ dA =0
R R




Ejercicio

Si f(x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)] donde P(x,y)=-y/(x2+y?),
Q(x,y)=x/(x2+y?2), y R={(x,y):0<x2+y2<=1}, calcular
la integral de linea de f a lo largo de C: x2+y2=1 en

sentido antihorario.
Respuesta: ¢.f-dr =2n

¢, Y usando el th de Green (

a0  y -x ff(ﬁg ﬂP)
Ix  (x2+y2)2 ﬂ‘} ay

La razon es ...

| es posible)?

Y

R




Aplicacion de las integrales de linea
al calculo de centros de masa,
centroides, ... de alambres.

10.8 Otras aplicaciones de las integrales de linea

Las integrales de linea con respecto a la longitud de arco se presentan también
en problemas relativos a la distribucion de la masa a lo largo de una curva. Por
¢jemplo, imaginemos una curva C en el espacio de tres dimensiones como un
delgado alambre de densidad variable. Supongamos que la densidad se expresa
mediante un campo escalar ¢, siendo ¢(x, y, z) la masa por unidad de longitud
en ¢l punto (x, v, z) de C. La masa total M del alambre viene entonces definida
como la integral de linea de ¢ con respecto a la longitud de arco:

M= Jr gi{x, vy, z) ds.

El centro de gravedad se define como el punto (%, ¥, £) cuyas coordenadas estin
determinadas por las ecuaciones

iM = L xlx, v, 2) ds, M = J{_ yolx, v, 2) ds, FM = L_ 2g(x, v, 2) ds.

Un alambre de densidad constante se llama uniforme. En este caso el centro de
gravedad también se llama centroide.
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Ejercicio

La densidad en un punto de un alambre
semicircular de radio a es directamente
proporcional a la distancia del punto a la recta que
pasa por los extremos del alambre. Calcular su
centro de gravedad.

Solucion:
(0,n/4 a)
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