Matematicas II

Cambio de variables en integrales multiples



en una variable ...

Veamoslo con un poco mas de detalle: Primero
hacemos u=x2-1. En el intervalo de integracion
[1,2] la funcidn x --> x2-1 es estrictamente
creciente (y lleva [1,2] en [0,3]): admite entonces
funcidon inversa (definida en [0,3]). Es decir, en
[0,3] podemos definir x como funcidn de u,
x=g(u)=V(u+1)



en una variable ...
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en una variable ...
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En general, si x=g(u) es una funcion inyectiva y
derivable de un intervalo [c,d] a un intervalo [a,D]
(lo que significa que g'(u)=0 en (c,d)), tal que
a=g(c) y b=g(d), entonces c=g™'(a) y d=g ' (b) y
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Esta expresion es la llamada formula del cambio
de variable para la integral unidimensional.



Cambio de variable en integrales

dobles

Si x=x(u,v) e y=y(u,v) definen una funcién “uno-a-
uno” de una region R' del plano uv a una region R
del plano xy tal que el determinante
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Ejemplo
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Usaremos la sustitucion u=x-y, v=x+YV.
X=(U+V)/2, y=(v-u)/2
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Cambio de variable en integrales

triples
Si x=x(u,v,w), y=y(u,v,w) y z=z(u,v,w) definen una
funcidn “uno-a-uno” de un solido S' del espacio
uvw a un sélido S del espacio xyz tal que el
determinante

J(u, v, w) =

es no nulo en S', entonces

ffff(x, v,2)dVix,y,z) = ffff(x(u, v, w), v(u, v, w), z(u, v,w)) | J(u, v, w)| dV(u, v, w)
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Integrales dobles en coord. polares

J(u,v) =

dx
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Ejercicios

« Encontrar el volumen interior al paraboloide
Z=X2+y? y por debajo de z=1
» |d. para el cono z=V(x2+y?)



Coordenadas cilindricas y esféricas

Busqueda (cilindricas, esféricas)
Calculo de los jacobianos
Utilizando las segundas, calcular el volumen de
una esfera de radio r mediante una integral triple.


http://es.wikipedia.org/wiki/Coordenadas_cil%C3%ADndricas
http://es.wikipedia.org/wiki/Coordenadas_esf%C3%A9ricas

Aplicacion: Centro de Masa

Consideremos una region plana (una “lamina”) R
cuya densidad en el punto (x,y) viene dada por
O(X,Y). La masa M de Ia lamina es

las coordenadas (x ) del centro de masas de R

donde | M ff xo(x,y)dA , M, ff yo(x, 1){:’;‘1 son |OS

primeros momentos de R respecto de y y X, resp.



Aplicacion: Centro de Masa

Si la region es R={(x,y):a<=x<=b, 0<=y<=f(x)},
siendo f continua, y R tiene densidad uniforme,
el centro de masas de R (X, y)
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donde se ha tomado 6 (x,y)=1 para mayor
sencillez.




Aplicacion: Centro de Masa

Ejemplo: Calcular el centro de masas de la region
R={(X,y):0<=x<=1,0<=y<=2x%?} si la densidad en el
punto (X,y) es x+Y.
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Situese aproximadamente el centro de masas de
la region:

vy

247

:||_Z'

¢;,Donde estaria el cdm si la densidad fuera
constante? (en este caso, el cdm se llama
centroide)



Las formulas para el centro de masas de una
region plana R pueden ser generalizadas a un
solido S en R3. Sea S un sélido con funcidn
densidad de masa 6(x,y,z) continua en todo S.
El centro de masa de S es (X,¥,2) donde

My, = fff xo(x,v,2)dV, M. = fff vo(x,y,.2)dV , My = fff zo(x, v, 2)dV
S S
M = fffﬂr(r v.2)dV .

I\/IeslamasadeSyM M M son los

(primeros) momentos de S alrededor de los
planos yz, xz y xy, resp.




Ejercicio. Calcular el centroide del hemisferio

norte de una esfera de radio a. iz
M = fffﬁ(x, v,z)dV = fff 1 dV = Volume(S ).
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