
� � � � � � � � � � � 	 � 
 � � 
 � � � � � � � � � � � � � � 
 � 
 � � � � � � � �

�  

A propósito de la envolvente de una familia de

elipses

Francisco Botana†, Tomás Recio‡
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Resumen

En esta nota se estudia la envolvente de una familia de curvas constitúıda por
las elipses con un foco fijo en el punto A(4, 0), otro foco variable B(0, α) y
longitud de eje mayor igual a 5. El cálculo de esta envolvente sirve como mo-
tivación para reflexionar sobre diversas dificultades ligadas a la incorporación
del cálculo automático de envolventes en programas de geometŕıa dinámica,
como parte del objetivo, más general, de dotar a tales programas de capaci-
dades de razonamiento geométrico (demostración, derivación, descubrimiento,
cálculo de lugares, etc.) automático.

Dedicatoria

Este trabajo está dedicado a la memoria del profesor José Javier Etayo Miqueo.
Don Javier fue profesor de geometŕıa diferencial, durante la licenciatura en ma-
temáticas, cursada en la Universidad Complutense, de uno de los autores de este
trabajo, quien guarda grat́ısimos recuerdos suyos, tanto en lo que atañe al ámbito
académico como al humano. Por otra parte el profesor Etayo y el profesor Recio han
tenido, académicamente hablando, oŕıgenes comunes, relacionados con la geometŕıa
algebraica. Por eso nos ha parecido oportuno presentar en homenaje a Don Javier
este art́ıculo, sobre un tema que conjuga aspectos y conceptos de ambas geometŕıas.

1. Introducción

1.1. Elemental, pero no simple

La idea de envolvente de una familia de curvas es una noción de geometŕıa dife-
rencial elemental. A pesar de ese carácter elemental es un concepto sobre el que no
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Figura 1: El profesor Etayo durante la comida tras la tesis doctoral, dirigida por él, de F.
Javier Peralta Coronado (con traje de tuno), acompañado por el correspondiente tribunal
y colaboradores de la cátedra. De izquierda a derecha, T. Recio, J. Arregui, Sra. de Etayo,
C. Cuartero, A. Mart́ınez Naveira, C. Romo, J. Etayo y F. J. Peralta (Madrid, alrededores
de la Plaza Mayor, 1983).

parece haber un consenso unánime. Aśı, en la Wikipedia [1], tras empezar el art́ıculo
relativo a la noción de envolvente con la conocida descripción de la envolvente de
una familia de curvas {Cα} como una curva tangente a cada miembro de la misma,
se consideran y discuten hasta cuatro definiciones para ese mismo concepto:

1. la envolvente como el conjunto de puntos (x, y) para los que existe un valor de α

de modo que {F (x, y, α) = 0, ∂F (x,y,α)
∂α

= 0}, entendiendo que, para cada valor
del parámetro α, la curva Cα viene descrita por la ecuación F (x, y, α) = 0,

2. la envolvente como el conjunto de puntos ĺımite de intersecciones de curvas
próximas Cα,

3. la envolvente como una curva tangente a todas las de la familia dada,

4. la envolvente como la frontera de la región del plano formada por los puntos
que pertenecen a alguna de las curvas de la familia dada.

La Wikipedia menciona que, si llamamos Ei a la curva resultante de aplicar la defi-
nición i-ésima de la lista precedente, entonces Ei ⊆ E1, para i = 2, 3, 4; además la
Wikipedia señala que las cuatro definiciones pueden dar lugar a conjuntos diferentes.
Es interesante remarcar que, tras haber introducido, en el arranque del art́ıculo de
la Wikipedia, el concepto de envolvente a través de la definición E3 y tras insinuar,
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también al principio del mismo, la definición E2 como una alternativa “equivalen-
te”, la página de la Wikipedia considera E1 como la definición formal y luego hace
hincapié en el contenido estricto Ei ⊂ E1, para i = 2, 3, 4, mediante unos ejemplos.
Para abundar aún más en esta confusión laWikipedia habla de la envolvente, cuando
F (x, y, α) es un polinomio, como la curva definida por el discriminante del sistema

{F (x, y, α) = 0, ∂F (x,y,α)
∂α

= 0}, lo que no es, estrictamente hablando, lo que se indica
en la definición E1: el discriminante seŕıa, en todo caso, el cierre de Zariski del objeto
geométrico definido por E1.
Llegado a este punto algún lector pensará que esta caótica situación se debe a

que la Wikipedia no es, en particular, una referencia de autoridad en este tema.
Ciertamente. Pero en el caso de la noción de envolvente, la Wikipedia no hace sino
reflejar un estado de cosas que es fácilmente constatable acudiendo a trabajos y
monograf́ıas de respetados autores clásicos o actuales.
Leibnitz y Taylor, a finales del s. XVII y principios del XVIII, respectivamente,

fueron los primeros en encontrar soluciones singulares de ecuaciones diferenciales,
a las que Lagrange dio posteriormente una interpretación geométrica (ver [2]) co-
mo el conjunto de puntos ĺımite de intersecciones de curvas integrales infinitamente
próximas (en el sentido de la definición 2 de la Wikipedia). Ésta parece ser, históri-
camente, la aproximación más usada al concepto de envolvente. También G. Julia [3]
define la envolvente de una familia de curvas {Cα} como el lugar de los puntos carac-

teŕısticos aislados, donde los puntos caracteŕısticos de Cα son los puntos regulares
de esta curva cuya distancia a Cα+dα es un infinitésimo de orden superior al de dα.
El autor hace notar que estos puntos han de satisfacer las ecuaciones F (x, y, α) = 0

y ∂F (x,y,α)
∂α

= 0 y, también, que algunos puntos caracteŕısticos reales pueden ser
obtenidos como ĺımite de puntos imaginarios de intersección de curvas infinitamente
próximas1. Por ejemplo, puede pensarse toda curva plana como la envolvente de la
familia de sus ćırculos osculadores, y, mientras que estos no tienen intersección real
en dos puntos de la curva infinitamente próximos –al ser interiores el uno al otro–,
el ĺımite de estas intersecciones define un único punto de la curva, que es punto
caracteŕıstico de los ćırculos osculadores.
En el muy citado folleto divulgativo de la soviética Editorial Mir [4] acerca de

la envolvente se describe esta, a partir de ejemplos de la mecánica, como la curva
que limita la zona del plano rellenada por las curvas de una familia dada y que
contacta, en cada uno de sus puntos, con una ĺınea de la familia. El autor solo
considera ejemplos elementales de familias de curvas cuyas envolventes se obtienen
sencillamente eliminando α en las ecuaciones a las que hemos hecho referencia antes,
pero no olvida mencionar que tal sistema define, en realidad, algo más amplio, la

1Una observación que nos parece particularmente relevante en nuestro contexto. Véase la sección
2, donde se incluyen diversas reflexiones sobre el papel de las coordenadas reales vs. complejas en
el cálculo de la envolvente.
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ĺınea discriminante, formada por la envolvente y el lugar geométrico de los puntos
singulares de todas las curvas de la familia.
Desde una perspectiva más moderna, y con un claro sesgo computacional, el co-

nocido libro [5] trata la determinación anaĺıtica de envolventes de familias de curvas
planas, como aplicación de técnicas de geometŕıa algebraica efectiva. Los autores,
que advierten expĺıcitamente que su aproximación no es rigurosa, definen la envol-
vente como el conjunto de soluciones del sistema reiteradamente citado, y remiten a
[6, cap. 5] como la referencia más autorizada en el tema. Y es precisamente en este
texto al que nos remiten donde encontramos justificaciones rigurosas de las antecita-
das afirmaciones de la Wikipedia (que presumimos proceden de esta misma fuente),
aśı como un completo estudio de las singularidades presentes en las envolventes. Y es
también aqúı donde se apunta hacia la ocurrencia de estos puntos de regresión como
una posible razón para la progresiva desaparición de las envolventes en los textos de
geometŕıa diferencial. Aśı Bruce y Giblin afirman que

...the very name of ‘points of regression’ suggests something bad,
degeneracy if not decadence, and indeed envelopes have quietly dropped
from texts on differential geometry just because of their embarrassingly
regressive tendencies. From the point of view of singularity theory points
of regression are of great interest: often they are calling our attention...

Pero el presunto desinterés de esta noción en el campo diferencial puede verse com-
pensado por el interés despertado en el ámbito del diseño asistido por ordenador,
donde se desarrollan, en la actualidad, diversas investigaciones sobre el cálculo de
envolventes ([7], [8]).
Para cerrar este breve repaso por el concepto de envolvente desde distintas pers-

pectivas, quisiéramos mencionar que la pluralidad de aproximaciones a dicho concep-
to se refleja –como no puede ser de otra forma– en su tratamiento por los programas
de geometŕıa dinámica, un software matemático que va a ocupar parte de nuestra
atención en los eṕıgrafes siguientes.
Aśı, por ejemplo, el programa denominado The Geometer’s Sketchpad describe

–en la documentación técnica anexa, ver [9]– la envolvente como el contorno deter-
minado por la familia de curvas y, pocas ĺıneas después, como el lugar geométrico
de los puntos caracteŕısticos. Esta primera estrategia de The Geometer’s Sketchpad
–la envolvente como contorno– es compartida por la mayoŕıa de programas de geo-
metŕıa dinámica, en los que puede obtenerse una imagen –puramente gráfica– de la
envolvente de una familia de curvas trazando, simplemente, un elemento genérico
de la familia. Algunos de estos sistemas (Cabri, Cinderella) son capaces, incluso,
de construir la envolvente como un objeto reconocible por el propio sistema2, pero

2Sobre el que se podŕıa continuar realizando otras construcciones, como la intersección de la
envolvente con otro objeto construido con el programa de geometŕıa dinámica, etc.
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solo en el caso de familias compuestas por curvas sencillas (rectas, circunferencias,
etc.). En cualquier caso, ningún sistema estándar es capaz de obtener, actualmente,
una ecuación precisa para la envolvente. Solo cabe citar a este respecto a Cabri que,
aplicando un método aproximado, conjetura –de manera frecuentemente errónea–
dicha ecuación. Hay que señalar, sin embargo, que es previsible una próxima versión
de GeoGebra [10] con tal capacidad, de manera similar al cálculo (casi) correcto de
lugares geométricos que ofrece en su versión más reciente.
Desde hace años, en nuestro trabajo (ver, por ejemplo, [11, 12, 13, 14]), persegui-

mos la incorporación de capacidades de razonamiento geométrico automático a los
programas de geomet́ıa dinámica. Capacidades relativas a la demostración, deriva-
ción y descubrimiento automático de teoremas o al cálculo de lugares, offsets, curvas
bisectoras, etc. Y es en este contexto en el que queremos, ahora, prestar nuestra
atención al cálculo de envolventes, a través de un primer ejemplo, aparentemente
sencillo, ma non troppo.

Figura 2: Una elipse de la familia sugerida en GeoGebra mediante dos semielipses

obtenidas como lugares geométricos.

1.2. Nuestra aportación

En esta nota tratamos de calcular la envolvente de una familia de curvas {Cα :
F (x, y, α) = 0}, constituida por aquellas elipses con un foco en el punto A(4, 0),
con el eje mayor de longitud 5 y con el otro foco variable, descrito por el punto
B(0, α), situado en el eje Y (Figura 2). Desde la perspectiva de la incorporación de
herramientas de razonamiento geométrico automático en los programas de geometŕıa
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dinámica, el enfoque natural para el cálculo de dicha envolvente es la eliminación de
α en el sistema

F (x, y, α) = 0

∂F (x, y, α)

∂α
= 0,

mediante técnicas de geometŕıa algebraica computacional, bien incorporando direc-
tamente cálculo simbólico al programa de geometŕıa dinámica (como ocurre ya con
GeoGebra, véase [15]) o bien interconectando el programa de geometŕıa dinámica
considerado con otro de cálculo simbólico [16, 17].
Pero, como el lector sospechará, tras la lectura de la sección anterior, nada es tan

simple como parece, en lo que concierne al cálculo de envolventes. En primer lugar,
la idea de envolvente como contorno de una familia de curvas –t́ıpica de la geometŕıa
dinámica– nos obligó a reflexionar sobre la representación algebraica más idónea de
esa familia de elipses que hemos definido, inicialmente, de modo geométrico. Dado
que, en nuestro caso, la construcción de la envolvente va a emplear técnicas de algebra
computacional, es obvio que el resultado de estas técnicas puede verse influido por
la elección de una u otra representación algebraica de la familia dada.
Para empezar, ¿qué es una familia de curvas? Cuando representamos una co-

lección de curvas mediante los ceros de una función {F (x, y, α) = 0}, asociamos
mentalmente, a cada valor α0 del parámetro, una curva F (x, y, α0) = 0 de la fami-
lia, y rećıprocamente. Si trabajamos con una familia de curvas reales, parece natural
considerar solo puntos (x, y) reales y valores reales del parámetro α. Si se trata
de curvas algebraicas reales, también parece natural suponer que F (x, y, α) es un
polinomio real en esas tres variables x, y, α.
Aśı pues, debemos comenzar preguntándonos (como efectivamente haremos en

la Sección 2) si la familia descrita geométricamente como la formada por las “elipses
con focos en A(4, 0) y B(0, α) y eje mayor de longitud 5”, y cuyo contorno quere-
mos determinar con un programa de geometŕıa dinámica dotado de razonamiento
automático, es o no una familia de curvas algebraicas reales en el sentido antes
señalado. La conclusión a la que se llega es que dicha familia de curvas no es real,
salvo que se introduzcan desigualdades en su descripción impĺıcita. Es, por tanto,
una familia semialgebraica [18], pero no algebraica. Este hecho, bastante fácil de
apreciar en este caso en particular, es importante en cuanto conlleva –cuando se
trabaja en la automatización de este tipo de cálculos– la necesidad de realizar un
planteamiento general de dichos cálculos bien en el marco semialgebraico, bien en el
algebraico, pero –en este último caso– asumiendo que se trabaja sobre los números
complejos y que tal vez esto no refleje exactamente la idea geométrica recogida en
la pantalla del programa de geometŕıa dinámica.
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Una alternativa para salvaguardar el carácter algebraico real en algunos casos
elementales, como el de la familia que estamos considerando, podŕıa ser el plantear
si dicha familia podŕıa ser representada de manera puramente real, pero a través de
una parametrización. Es decir, como la imagen mediante una aplicación, digamos,
polinómica o regular del plano real, puesto que esta familia de elipses es un objeto
geométrico bidimensional. Este problema es, en general, muy dif́ıcil y objeto de
investigación en la actualidad (véase la reciente tesis doctoral [19] a la que remitimos
al lector para más información sobre este tema); en este caso conocemos la respuesta
afirmativa (ver [20], usando resultados de [21]) al problema particular formado por
la familia de elipses, pero la complejidad de la parametrización no permite, por el
momento, aprovechar esta información para el cálculo de envolventes3.
Una segunda aportación de este trabajo tiene que ver, más directamente, con

el cálculo de la envolvente de esa familia de elipses, asumiendo su representación
precisa como una familia semialgebraica. Aunque la aplicación mecánica de la elimi-
nación en el sistema que define la envolvente conduce a un resultado coherente con
el obtenido usando programas de geometŕıa dinámica, surgen, inevitablemente, di-
versos problemas asociados a la existencia de “componentes extrañas”, tan comunes
cuando se emplean técnicas de eliminación.
Por ello, en la última sección de este trabajo estudiamos tales componentes

espúreas en el caso de la familia de elipses, tratando de avanzar hacia la deter-
minación algoŕıtmica (y eventual supresión automática en la descripción de la “ver-
dadera” envolvente) de las mismas, lo que se revela como una tarea no demasiado
sencilla, al estar, como señalábamos anteriormente en referencia a una observación
de G. Julia sobre los puntos reales que son ĺımite de puntos complejos, ı́ntimamente
imbricados los aspectos reales y complejos en la geometŕıa de la familia considerada.

2. Una familia de elipses y su realidad

Consideremos la familia {Cα} de elipses de eje mayor de longitud 5, con focos en
A(4, 0) y B(0, α), punto variable en el eje Y . El procedimiento más común para hacer
una construcción en geometŕıa dinámica que responda a esta descripción es usar el
método del jardinero: trazando circunferencias, cuyos radios sumen 5, centradas en
A y B, calculamos los lugares geométricos de sus dos puntos de intersección, que
muestran una elipse, sugerida por dos semielipses (Figura 2).
Aśı pues, mediante esta construcción, la familia {Cα} es, exactamente, la pro-

yección4 sobre (x5, x6, x2) ∈ R
3 de un conjunto algebraico real en R9, descrito como

3En la próxima sección veremos, gracias a [22], que la superficie algebraica que genera dicha
familia es “tubular” y que puede parametrizarse sobre los reales, pero no de manera polinomial o
regular.

4En lo que sigue se usará la notación empleada en la hoja de cálculo Maple desarrollada para
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el conjunto de ceros reales del siguiente ideal

FF : = 〈−r2 + (x2 − x6)
2
+ (x1 − x5)

2
, r + s− 5,−s2 + (x5 − 4)

2
+ x6

2,

x2
2 + c2 − 9, x1, s− b

2, r − a2〉

en R[x1, x2, x5, x6, r, s, a, b, c], entendiendo que

la construcción se desarrolla en el plano (x1, x2), de manera que el foco A tiene
coordenadas (4, 0) y el foco B tiene como coordenadas (x1, x2), con x1 = 0 y
x2 variable.

las ecuaciones de las circunferencias con centro en A,B, respectivamente, y
radios r, s (cuya suma sea 5), se representan mediante las ecuaciones
{

0 = −r2 + (x2 − x6 )
2
+ (x1 − x5)

2
, 0 = −s2 + (x5 − 4)

2
+ x6

2, 0 = r + s− 5
}

a las que se añaden las condiciones r = a2, s = b2, para que los radios sean
positivos (cuando todas las variables son reales, como estamos requiriendo en
este caso), y también la condición x2

2 + c2 − 9 = 0 para que el cuadrado de la
distancia entre los centros de las circunferencias, x2

2 + 42, más una cantidad
positiva c2, sea 25, garantizando aśı que esa distancia es menor que 5 (de nuevo,
en un contexto puramente real para todos los valores) y, por tanto, que hay
intersección real entre las circunferencias.

el punto de intersección de los pares de circunferencias es (x5, x6), siendo estas
las variables libres que intervienen en la descripción de la familia de circunfe-
rencias y, por tanto, las que describen cada elipse, en función del valor de x2
correspondiente.

Ahora bien, para calcular la proyección real de los ceros del ideal FF es preciso,
primero, proceder a la eliminación de todas las variables en FF excepto (x5, x6, x2)
y, luego, estudiar detenidamente qué puntos de los ceros del ideal de eliminación
pueden levantarse a valores reales de los ceros de FF .
La eliminación es particularmente simple en este caso: se puede hacer incluso a

mano y resulta un ideal generado por un único polinomio

F : = 〈81 + 144x5 − 82x2
2 + 164x2 x6 − 100x6

2 − 36x5
2 + 16x2

2x5
−32x2 x6 x5 + x2

4 − 4x2
3x6 + 4x2

2x6
2〉

Se trata, desde la perspectiva de la geometŕıa algebraica compleja, de un familia
de cónicas en x5, x6 que, mediante una transformación lineal en Q[x2], se convierte

este trabajo. En particular, por abuso de notación, se identificarán polinomios p(x̄) y ecuaciones
p(x̄) = 0.
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en una superficie tubular, i.e. de la forma M(x2)x
2
5 +N(x2)x

2
6 + S(x2) = 0, donde

M,N, S son polinomios [22].
Una observación: puede comprobarse, realizando el cálculo algebraico correspondien-
te, que la eliminación resulta ser la misma si consideramos, en vez del ideal FF , el
que resulta de suprimir en FF las ecuaciones {r = a2, s = b2, x2

2 + c2 − 9 = 0}.
Esto anuncia ya que, en cierto sentido, la familia que estamos estudiando tiene pocas
posibilidades de ser “real”, puesto que la única ecuación que, en principio, engloba
esa familia, es la misma que si ampliamos la construcción del jardinero al caso de cir-
cunferencias de radios negativos o con intersecciones no reales de las circunferencias
involucradas.

Figura 3: Traza en Cinderella (izq.) y GeoGebra (dcha.) de las elipses estudiadas.

En todo caso, la conclusión precisa obtenida hasta ahora es que la familia de
elipses que estamos considerando (ver Figura 3) es el conjunto descrito por los ceros
reales de este polinomio F , cuando tales ceros (x5, x6, x2) puedan extenderse a un
cero real (x1, x2, x5, x6, r, s, a, b, c) de FF , puesto que es este el caso en el que la
construcción realizada tiene sentido. Ahora bien, es fácil observar que

todos los ceros (reales o complejos) de F pueden levantarse a un cero (real o
complejo) de FF .

En efecto, dado (x5, x6, x2) verificando F , podemos determinar r
2, s2 mediante

los polinomios de FF , −r2 + (x2 − x6)
2
+ (x1 − x5 )

2
y −s2 + (x5 − 4)

2
+ x6

2,
respectivamente. Pero F es el resultado de sustituir x1 = 0 y los valores de
r2, s2 determinados por los polinomios de FF antes indicados, en la expresión
4r2s2 − (25 − r2 − s2)2. Por tanto, tras una elección adecuada de los valores
de r, s, se tiene r + s = 5. Los valores de c, b y a, si no es necesario que sean
reales, siempre pueden obtenerse a partir de x2, r y s de modo que verifiquen
las restantes ecuaciones de FF .

si (x5, x6, x2) son reales, verificando F , entonces r
2, s2 son también reales,

luego r, s son bien reales o bien imaginarios puros. Pero solo puede darse el
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caso de r, s reales, puesto que si uno es real y el otro imaginario, o ambos son
imaginarios, su suma no puede ser 5.

si (x5, x6, x2) son reales, a, b no pueden ser ambos imaginarios puros a la vez,
porque entonces r, s seŕıan negativos y su suma no podŕıa ser 5.

si (x5, x6, x2) son reales, x2 es real, luego c
2 es real. Por tanto c solo puede ser

real o imaginario puro.

Por tanto, las coordenadas (r, s, a, b, c) de puntos (x1, x2, x5, x6, r, s, a, b, c) en la va-
riedad definida por FF , que se levantan sobre ceros reales de F , tienen que ser de
alguno de estos tipos:

todas las coordenadas (r, s, a, b, c) reales. Se sigue que (x5, x6) está en una
elipse.

a ó b imaginarios puros, c imaginario puro. Se sigue que (x5, x6) está en una
hipérbola, pues uno de los valores de r, s es negativo.

Nótese que estas dos situaciones se reflejan en los valores de x2. Puesto que x2
2 +

c2−9, si x2 está dentro del intervalo [−3, 3] se trata de una elipse; y de una hipérbola
en otro caso.
El caso con a ó b imaginarios puros y c real es imposible, puesto que se trataŕıa de

la intersección de dos circunferencias cuyos radios tienen una diferencia de longitudes
de 5 unidades, pero sus centros distan más de 5 unidades. No hay intersección real.
Concluimos que la familia de curvas “elipses de eje mayor 5, foco A fijo en (4, 0),

foco B variable sobre el eje Y ” es la proyección sobre (x5, x6, x2) ∈ R
3 del conjunto

algebraico real definido por los ceros del ideal FF (x1, x2, x5, x6, r, s, a, b, c), porque
si solo consideramos puntos reales en dicha variedad, la proyección es exactamente
esa familia de curvas.
Además, se sigue del razonamiento empleado, que la proyección en R3 de los pun-

tos (reales o complejos) de los ceros de FF es esa familia más la familia de hipérbolas
que hemos señalado y que la diferencia estriba exclusivamente en constreñir x2 en
el intervalo [−3, 3].
Por último, es fácil constatar (ver Figura 4) que la superficie F (x5, x6, x2) = 0 es

irreducible y que sus puntos singulares son los puntos con (x5, x6) ubicados en el foco
A y con x2 = ±3 , aśı como los puntos con (x5, x6) en los valores extremos del foco B,
ie. (x5, x6) = (0, 3), con x2 = 3; y (x5, x6) = (0,−3) con x2 = −3. Por tanto existen
muchos puntos regulares de F = 0 con x2 en el intervalo [−3, 3], que corresponden
a elipses de la familia. Se sigue que el cierre de Zariski de la familia de elipses es,
precisamente F = 0. Por tanto, como hab́ıamos anticipado en la sección anterior,
vemos que no hay forma de eliminar las hipérbolas en la descripción algebraica de
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la familia considerada, sin introducir signos, es decir, sin trabajar en un contexto
semialgebraico.

Figura 4: La superficie F (x5, x6, x2) = 0 completa. La parte sin las “trompetas” es la que

corresponde a la familia de elipses.

3. Cálculo de la envolvente

Para obtener la envolvente real, y siguiendo el enfoque natural mencionado en la
Sección 1.2, la eliminación de x2 en el sistema

F (x5, x6, x2) = 0

∂F (x5, x6, x2)

∂x2
= 0,

devuelve el cierre de Zariski de la proyección del conjunto de todos los puntos de F
que i) son singulares, o ii) tienen plano tangente paralelo al eje x2, a saber, los ceros
de G

G = x25x
4
6 + x

6
6 − 16x

3
5x

2
6 − 24x5x

4
6 − 36x

4
5 + 74x

2
5x

2
6 − 2x

4
6 + 432x

3
5

+32x5x
2
6 − 1647x

2
5 − 207x

2
6 + 1656x5 + 1296.

Una representación gráfica de los ceros de este polinomio G (Figura 5) parece devol-
ver, en una primera ojeada, un resultado acorde con la intuición y con lo sugerido
en la Figura 3. Pero una mirada más atenta muestra que tal representación es in-
completa. El polinomio factoriza como sigue

G = (x26 − 18x5 − 9)(x
2
6 + 2x5 − 9)(x

2
5 + x

2
6 − 8x5 + 16),
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donde los dos primeros factores describen las parábolas que aparecen en dicha Fi-
gura 5, mientras que el último factor es, precisamente, el punto real A(4, 0), que de
ninguna manera puede admitirse, sin más explicación, como un elemento

del conjunto de puntos ĺımite de intersecciones de curvas próximas Cα,

de una curva tangente a todas las de la familia dada,

de la frontera de la región del plano formada por los puntos que pertenecen a
alguna de las curvas de la familia dada.

Nótese que dicho punto no pertenece a ninguna de las parábolas de la Figura 5,
sino que es interior a la región convexa definida por ambas. Además, dado que la
eliminación puede incluir elementos que no están en la proyección –sino en la clausura
de esta– de la figura cuyas ecuaciones son objeto de eliminación, podŕıa ocurrir que
el punto (4, 0) fuese, precisamente, uno de estos puntos añadidos de manera artificial,
por mor del método algebraico y ajenos a la geometŕıa del problema.
Para dilucidar estas cuestiones, obsérvese (Figura 4) que la superficie F (x5, x6, x2)

presenta cuatro puntos singulares en (x5 = 0, x6 = 3, x2 = 3),(0,−3,−3) y (4, 0,±3),
donde se conectan cuatro alas formadas por las familias de hipérbolas. Además, la
superficie contiene a las rectas que pasan por (x5 = 4, x6 = 0) y (x5 = 0, x6 = ±3)
con x2 = ±3, respectivamente. Mientras que los dos primeros puntos singulares ya
aparecen proyectados en las dos parábolas de la Figura 5, los dos restantes (4, 0,±3)
no lo hacen en ninguna de ellas.
Si enfatizamos el carácter “real”de la familia de curvas, y buscamos puntos reales

de F y ∂F
∂x2
, para −3 ≤ x2 ≤ 3, y de su proyección real (lo que no se garantiza

por simple eliminación sin un estudio posterior), podemos proceder examinando las
ráıces dobles (al menos) de x2 en F . En general, las ráıces de x2 se expresan como:

x6 ±

√

x26 ± 10
√

16− 8x5 + x26 + x
2
5 + 41− 8x5,

y, para que sean múltiples, es necesario que se anule
√

16− 8x5 + x26 + x
2
5,

que es el punto (4, 0), o bien que lo haga una de las expresiones

x26 ± 10
√

16− 8x5 + x26 + x
2
5 + 41− 8x5,

lo que ocurre cuando (x5, x6) está en alguna de las consabidas dos parábolas

(x26 − 18x5 − 9)(x
2
6 + 2x5 − 9).
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Figura 5: Las parábolas que envuelven a la familia.

En este caso el valor de x2 es precisamente x2 = x6, luego es real si x6 (y por tanto
x5) también lo es. Por tanto, para tener la certeza de que x2 está en F y en [−3, 3]
es necesario acotar x6 en la proyección, exigiendo que esté en ese mismo intervalo.
Además, la anulación de 16− 8x5+x

2
6+x

2
5 conlleva que el valor de x2 ha de ser ±3.

En resumen, la proyección real de la superficie F = 0, limitada a la banda
−3 ≤ x2 ≤ 3, sobre el plano {x5, x6}, es la región convexa entre las dos parábolas
que se muestran en la Figura 5, más el punto (4, 0). Es decir, ese punto no surge de
manera artificial, como subproducto del proceso de eliminación, ni siquiera es posible
dejarlo de lado argumentando algún defecto de “realidad”, puesto que (4, 0,±3)
forma parte de la familia “real”de curvas con todos los derechos, aunque esté en el
ĺımite.
Entonces, ¿qué tipo de argumentos (automatizables) podŕıamos usar para decidir

si (4, 0) debe o no considerarse como parte de la envolvente? En este caso resulta
que tampoco se elimina dicho punto usando el criterio de proyectar sólo los puntos
de F = 0 que anulan a ∂F

∂x2
, pero que tienen plano tangente, es decir, tales que

alguna de las otras dos derivadas parciales es no nula sobre los mismos. Esto se
puede comprobar algebraicamente, eliminando {x2, t} en el ideal intersección de los
ideales < F, ∂F

∂x2
, ∂F
∂x5

∗ t − 1 > y < F, ∂F
∂x2
, ∂F
∂x6

∗ t − 1 >. Sigue apareciendo (4, 0).
¿Por qué?

El quid de la cuestión reside no en el punto (4,0), sino en todos los puntos de
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las dos rectas complejas x25 + x5x
2
6 − 8x5 + 16 = 0 que se cortan en él y que forman

parte de la envolvente G = 0. Tales puntos no son proyección de puntos singulares de
F = 0, sino de puntos regulares complejos en los que ∂F

∂x2
= 0, por lo que al proyectar

ambas rectas imaginarias van a aparecer completas y, aunque uno se interese sólo
por los puntos reales de la proyección, su intersección (4, 0) va a seguir presente.
La única forma de suprimir dicho punto consiste en factorizar la envolvente sobre
C y eliminar los puntos reales que proceden sólo de factores complejos. En el caso
estudiado, la envolvente presenta cuatro factores

(x26−18x5−9)(x
2
6+2x5−9)(x5−4+x6RootOf( Z

2+1))(x5−4−x6RootOf( Z
2+1)),

donde, tras eliminar los dos últimos por su carácter espúreo, al ser complejos, restan
finalmente las dos parábolas de la Figura 5 como candidatas a ser la envolvente real
de la familia de elipses.

4. Conclusiones

En nuestro afán de dotar de capacidades de razonamiento automático a progra-
mas de geometŕıa dinámica, la derivación mecánica de envolventes de familias de
curvas planas presenta problemas espećıficos debidos a la inexistencia de una única
definición de envolvente. Además de ello, la aplicación irreflexiva de métodos alge-
braicos a situaciones no algebraicas puede conducir a cuellos de botella. En esta nota
discutimos un problema elemental relativo a la envolvente de una familia de elip-
ses. Mostramos que tal familia es semialgebraica y, consecuentemente, la aplicación
de métodos algebraicos ha de ser complementada con un estudio ad hoc. Concre-
tamente, mientras que la eliminación estándar introduce en la envolvente buscada
un factor que repugna la intuición, explicamos que éste no puede ser descrito de
otra forma que a través de la consideración de rectas imaginarias, que finalmente
dan razón del resultado inicialmente esperado. Otras aproximaciones, a través de la
representación de la familia dada, o de la superficie que forma su cierrre de Zariski,
como una imagen paramétrica del plano real, deberán ser objeto de análisis en el
futuro.

5. Agradecimientos

Los autores quieren hacer constar su agradecimiento al “Ministerio de Economı́a
y Competitividad” y al “European Regional Development Fund” (FEDER), por el
proyecto MTM2011-25816-C02-02, en el seno del cual se ha realizado este trabajo.



% $

Referencias

[1] http://en.wikipedia.org/wiki/Envelope_(mathematics)

[2] R.C. Yates, A Handbook on Curves and Their Properties. Ann Arbor, MI: J. W.
Edwards, 1952.
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ral. Madrid: Universidad Complutense, 2012. http://eprints.ucm.es/20063/
1/T34329pdf

[20] C. Ueno, Comunicación personal.

[21] J. F. Fernando, On the one dimensional polynomial and regular images of Rn,
http://arxiv.org/abs/1212.1812

[22] J. R. Sendra, Comunicación personal.


